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Re´sume´ :
Nous e´tudions nume´riquement le flambement d’un rideau visqueux en e´coulement vertical. Sous l’effet
de l’acce´le´ration par la gravite´, et en l’absence de contrainte aux bords, un liquide visqueux injecte´
par une fente forme un rideau. Celui ci est acce´le´re´ verticalement par la gravite´, et de´veloppe un
e´coulement a` faible nombre de Reynolds. En re´gime stationnaire, le rideau voit sa largeur et son
e´paisseur s’affiner le´ge`rement par un effet Poisson. Ceci ge´ne`re des contraintes compressives, et une
analyse de stabilite´ locale re´ve`le des modes de flambements globaux. L’e´coulement de base et l’analyse
de stabilite´ sont obtenues nume´riquement, dans un cadre ou` l’advection domine les effets de la gravite´.
Un mode instable est obtenu en dessous d’une e´paisseur critique pour tous les rapports d’aspect β,
rapport de la demi-largeur du rideau sur sa hauteur de chute.
Abstract :
In this paper we propose to study the possible buckling instabilities of at thin viscous films flowing
vertically and only driven by gravity. A viscous liquid is pouring from a slit and a low Reynolds flow
is developed, with no constraints on the edges. In permanent regime, when we move downstream,
both the thickness and the width of the sheet are narrowing as the downward velocity is increasing
under the acceleration of gravity. The local stability analysis of such sheets suggests that the most
unstable modes would develop over the whole sheet. It leads us to study the stability of the system
on a global scale. This base flow and the related stability analysis are solved under the assumption of
small gravitational forces. Unstable modes are obtained under a critical value of the thickness for all
values of β, β being the ratio of the half width of the sheet to the height of fall.
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1 Introduction
Les couches fines de liquide visqueux en e´coulement faiblement inertiel ont un comportement analogue
a` celui d’une structure e´lastique. L’un des proble`mes classiques en me´canique des structures fines est la
question du flambement. Dans le cas d’une poutre par exemple, des contraintes compressives peuvent
causer un e´ve´nement catastrophique nomme´ flambement, qui provoque en ge´ne´ral une rupture de
la structure et devant eˆtre e´vite´. L’apparition de ce phe´nome`ne dans les couches visqueuses fines a
d’abord e´tait re´ve´le´ dans une se´rie d’expe´riences[11, 10] en configuration cylindrique. L’inte´reˆt suscite´
par ce phe´nome`ne a` mene´ a` une e´tude the´orique[1] dans une configuration proche, pre´sentant aussi une
invariance orthoradiale. Une configuration droite, infinie dans une direction, a fait le sujet d’une e´tude
nume´rique[9], les contraintes compressives prenant encore leur origine part un mouvement de cisaille-
ment. La configuration du proble`me e´tudie´ diffe`re des e´tudes pre´ce´dentes par le fait que l’e´coulement
compressif se de´veloppe en deux dimensions, et ne pre´sente pas de direction invariante. D’une fac¸on
plus ge´ne´rale, le flambement d’un liquide visqueux en e´coulement vertical lors de son contact avec une
surface solide a e´te´ e´tudie´ dans le cas d’une tige, dans une configuration statique[7] et entraine´e[2],
ainsi que pour le cas d’une nappe statique[8].
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Figure 1 – Un fluide de viscosite´ µ est injecte´ a` une vitesse U par une fente horizontale. Il s’e´coule
verticalement en formant un rideau et acce´le`re sous l’effet de la gravite´. Sa largeur diminue par un
effet Poisson qui donnera naissance a` des contraintes compressives dans le corps du rideau.
La ge´ome´trie du proble`me e´tudie´ est celle d’un proce´de´ industriel de fabrication du verre, qui a fait
l’objet de nombreux brevets[3], et qui reste pre´sentement utilise´. Ainsi la connaissance de l’e´paisseur
critique minimale de flambement posse`de une application imme´diate dans ce cadre. Les e´quations
de´crivant un rideau visqueux flottant sur un bain d’une autre liquide[4, 6, 5] doivent eˆtre adapte´es
au phe´nome`ne e´tudie´ ici. L’e´tude d’un syste`me ouvert impose de conside´rer les e´le´ments de matie`re
comme advecte´s par la vitesse d’injection du fluide, qui reste grande devant les variations de vitesse
dans le rideau.
2 Me´thode et re´sultats
Afin d’e´tudier l’e´coulement stationnaire qui se de´veloppe dans une rideau visqueux en chute libre,
nous appliquons une me´thode nume´rique. Le rideau est forme´ par une fente ou` le liquide est injecte´
a` une vitesse U . Il s’y de´veloppe un e´coulement a` faible nombre de Reynolds, ce qui nous permet
d’assimiler le rideau a` une plaque e´lastique, selon l’analogie Rayleigh-Stokes. Le rapport d’aspect β
est le rapport de la demi-largeur sur la hauteur de chute du rideau. L’autre parame`tre important 
est e´gal au rapport de l’e´paisseur du rideau sur la hauteur de chute. Ces notations adimensione´es sont
pre´sente´es en figure 1. Le rideau a ses bords late´raux libres, et son coˆte´ infe´rieur est conside´re´ en
contact avec un bain du meˆme liquide.
La solution stationnaire plane de l’e´coulement s’obtient en minimisant l’e´nergie provenant de l’e´tirement
du rideau et de la gravite´. Un code nume´rique par e´le´ments finis permet d’obtenir le champ de vitesse
dans tout le rideau. Nous nous inte´ressons ensuite aux valeurs propres du tenseur des contraintes local.
La plus petite valeur propre est ne´gative dans certaines zones de l’e´coulement, pour tous les rapports
d’aspects. Ces valeurs indiquant le caracte`re extensif ou compressif des contraintes sur l’e´le´ment de
volume local, on en de´duit l’existence d’une zone de contraintes compressives dans le rideau. Ces zones
sont alors susceptibles de flamber, dans un mouvement transverse au plan de l’e´coulement.
Afin d’identifier le parame`tre d’e´paisseur en dec¸a` duquel le rideau flambe, nous utilisons une analyse de
stabilite´ line´aire. Celle ci permet d’obtenir un proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´es, qui sera re´solu
nume´riquement par le meˆme code en e´le´ments finis. Afin d’e´tudier le flambement, nous minimisons
cette fois les e´nergies d’e´tirement et de pli du rideau visqueux, en fonction d’un de´placement transverse.
Le rideau est instable pour tous les rapports d’aspect β, lorsque l’e´paisseur est suffisamment faible. Le
rapport d’aspect le plus instable se situe autour de la valeur 0.4. Le mode le plus instable est associe´
a` une valeur propre purement re´elle puis comportant une partie imaginaire lorsque β augmente. Ceci
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semble indiquer une diffe´rence qualitative entre les bifurcations a` faible et a` fort rapport d’aspect du
rideau.
3 Conclusions
L’e´tude d’un rideau visqueux en e´coulement vertical libre sous l’effet de la gravite´ a permis de mettre
en e´vidence un phe´nome`ne de flambage global. Cette destruction catastrophique du rideau limite
en e´paisseur le processus de fabrication du verre. Nous avons obtenu les e´coulements stationnaires du
rideau acce´le´re´ par le gravite´ en fonction de son rapport d’aspect β, ainsi que les modes de flambements
associe´s.
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